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K
4IË�ÄWV�Â

L
4;ÁBÂqJnFIÄW4;J

v(x, t) =

N∑
k=1

αk(t)K(x, φk(t))
çÌÜ=è

Ö�V9Â$JnÂ
φk(t)

XZU5694IÄKFMÄWXZ476BFIÊ�UWV94;JNÄnV�FI6�G�ËÌ4;J
φ(rk , t)

FI6�GÕÖwÂ+F7ÊZUW4¡ÄnF7Í7Â�XZ6=ÄW4®Å$476�UWXZG9Â$JWÎ
FMÄWXZ476�ÄnV9Â�FMÔ�69Â�Á�F7JNÄ�47Ë�ÄnV9Â�Ã�FIÁ9Á�X¬698¡Ö�V9Âq6�ÖwÂ�<�UWÂ)ÄWV�X¬6jÎ�Á9ÊÆFMÄnÂ�Í7Â$Jn69ÂqÊ&Ö�X�ÄnV?Ã¡FIÄWJnX�ã
Â$6=ÄWJn:

Kij = −rij

FI6�G
rij =‖ xi−xj ‖

S;D�Ë ÄnÂ$J�GjXÆUWÅ$JWÂ$ÄWX
	$XZ698�XZ6�ÄWXZÃ¡Â
t
C=ÄWV9Â�47ÇjL}Â]Å�ÄnX¬Ó;Â

X¬6Ùç Y è.XZU_Â$ãjÁ9JWÂ]UWUWÂqG�F7U
E(Mx, My, r, s, α(t), φ(t))

=

N1∑
i=1

N∑
k=1

Mx
ik||xi − rk||

2 + T

N1∑
i=1

N∑
k=1

Mx
ik log Mx

ik

+

N2∑
j=1

N∑
k=1

M
y
jk||yj − sk||

2 + T

N2∑
j=1

N∑
k=1

M
y
jk log M

y
jk

+

N∑
k=1

‖sk − rk −

N∑
l=1

S∑
t=0

[P (t)dl(t) + αl(t)K(φk(t), φl(t))] ‖
2 ç�Þ;è

+λT

N∑
k = 1

N∑
l=1

S∑
t=0

< αk(t), αl(t) > K(φk(t), φl(t))

Ö�V9Â$JnÂ
P (t)
XÆU®ÄWV9ÂÕV�47Ã¡478;Â$69Âq47<�U¡ËÌ4;JWÃ/4IË

φ(t)
SwØ�Ä�XZU®ÂqF7UW: Än4Ùì�6�G§F Å�ÊZ4;UWÂ�ËÌ47JnÃ

UN4;Ê¬<jÄnX¬4;6ÉËÌ47J
d(t)
F76�G

α(t)
FMË ÄWÂqJ«Á¤Â$JWËÌ47JnÃÉXZ698�F"!@HåGjÂ]Å�47Ã¡Á¤4;UWX�ÄnX¬4;6¡476

P
F76�GÉÖwÂ�<BUNÂ

87JKF7GjXZÂ$6=Ä�GjÂqUnÅ�Âq6;Ä�Än4�UN4;Ê¬Ó;Â5ËÌ4;J
φk(t)

Ö�V9Âq6
αk(t)

XZU_V9ÂqÊZG�ì9ãjÂ]G&S
Ò_V9Â�Å�ÊZ<�UNÄWÂ$JnXZ698�4IË�ÄWV9Â�Ä}Öw4¡Á¤47XZ6;ÄWÎ�UWÂ�ÄKU�XÆU�V�FI6BGjÊ¬Â]G�Çl:�F�GjÂ$ÄWÂ$JnÃ¡X¬6�XZUNÄWXÆÅ�FI696�ÂqFIÊZXZ698

��� F7Ê¬8;47JnX�ÄnV9ÃýÖ�V9XÆÅKV®X¬ÄWÂ$JKFMÄnX¬Ó;Â$ÊZ:¡ÂqUNÄWXZÃ¡FIÄWÂ]UrÄnV9Â)Å�ÊZ<�U}ÄnÂ$J_Ã¡Â$Ã�ÇBÂqJnUWV9XZÁ�U
Mx
FI6BG

MyFI6�G­ÄWV�ÂÕÅ�ÊZ<�U}ÄnÂ$JRÅ$Â$6=ÄWÂqJnU
r
FI6�G

s
SrÒ_V9Â?<9Á�G9FIÄWÂ?4IË@ÄWV�Â?ÃÉÂqÃ+Ç¤Â$JKUNV�X¬Á�U¡XÆU¡ÄnV9Â?Ó7ÂqJW:

U}ÄKFI6�G9F7JnG#��Î~U}ÄnÂ$Á�4IË�ÄWV9Â$�%� F7Ê¬8;47JnX�ÄnV9Ã Ï A]O{Ñ F76�G�XZU_Á¤Â$JWËÌ47JnÃ¡ÂqG�F7U�UWV94MÖ�6�ÇBÂqÊ¬4MÖ�S

Mx
ik =

exp(−β‖xi − rk‖
2)∑N

l=1 exp(−β‖xi − rl‖2)
, ∀ik

çæß;è

M
y
jk =

exp(−β‖yj − sk‖
2)∑N

l=1 exp(−β‖yj − sl‖2)
, ∀jk .

ç�êIè



Ò_V9ÂÉÅ$Ê¬<BU}ÄnÂ$J)Å�Â$6=ÄnÂ$J@<9Á¤G�FMÄWÂÉXÆU5ÄnV9Â&��Î�UNÄWÂqÁÕ4IËrÄWV9Â'��� F7Ê¬8;47JnX�ÄnV9Ã�S¤Ò_V�XZU)UNÄWÂ$Á´XZU@6947Ä
ÄWV9Â�Ä}:lÁ9XÆÅ$F7Ê(��Î~U}ÄnÂ$Á�S)�³ÂE<�UWÂEF�Å�ÊZ4;UWÂqGjÎ�ËÌ4;JWÃ UW47ÊZ<jÄWXZ476ÉËÌ4;J�ÄWV9ÂEÅ$Ê¬<BU}ÄnÂ$JrÅ$Â$6=ÄWÂqJnU(Ö�V9XÆÅKV¡XZU
FI6
F7Á9Á9Jn4{ãjX¬Ã�FMÄnX¬4;6�S*��JW4;ÃúÄWV9Â¡Å�ÊZ<�UNÄWÂ$JnXZ698�UNÄnF76�GjÁ¤47XZ6;Ä]C�ÖwÂ¡F7UnUN<�ÃÉÂ+ÄWV�FIÄ�ÄnV9Â¡ÅKV�FI698;Â
X¬6 ÄWV�ÂÕGjX�×�Â$4;Ã¡47JnÁ9V9XÆUNÃ FIÄRÂqF;ÅKV­X¬ÄWÂqJnFIÄWXZ476 XZU,+.-�/10�23�54 �6�879+.:&�)�;�<+5=>�@?(���A2;�'0B��4DCE�
4F�HG)�
�E05�I�EJIS�D�Ë ÄnÂ$JEÃ�F7Í=XZ698ÉÄWV�XZU�F7Á9Á9Jn4{ãlXZÃ�FMÄnX¬4;6�ClÖwÂ)87Â$Ä

rk =

∑N1

i=1 Mx
ikxk + sk −

∑N

l=1

∫ 1

0
αl(t)K(φl(t), φk(t))dt

1 +
∑N1

i=1 Mx
ik

,
çæë=è

sk =

∑N2

j=1 M
y
jkyj + φ(rk , 1)

1 +
∑y

j=1 M
y
jk

, ∀k.
çæí;è

Ò_V9Â�4MÓ7ÂqJnF7Ê¬Ê�FIÊZ874;JWX¬ÄWV9Ã XÆUEGjÂ]UWÅ$JWXZÇ¤ÂqG�ÇBÂqÊ¬4MÖ�S
KML�NPO@Q�OSR(T3OSUVRWQ�O3XFN�Y Ø~69X¬ÄWXÆFIÊ&ÄnÂ$Ã¡Á¤Â$JKFMÄW<�JWÂ

T = 0.5(maxi ‖xi−xc‖
2+maxj ‖yj−yc‖

2)
Ö�V9ÂqJWÂ

xc

FI6BG
yc

FIJnÂrÄnV9ÂEÅ�Âq6;ÄnJW4;XZG�U
4IË

X
F76�G

Y
JnÂqUWÁ¤ÂqÅ�ÄnX¬Ó;Â$ÊZ:7S

KMZA[]\FO3N1^_Y �¯V9XZÊZÂ T > Tfinal

• ` Q�[badc ��QwÊ¬<�UNÄWÂqJWXZ698
• e Á�G9FIÄWÂ�Ã¡Â$Ã�ÇBÂqJnUWV9XZÁ�UEF7ÅqÅ�4;JnGjXZ698+ÄW4Õçæß=è�C'ç�êIè�S
• e Á�G9FIÄWÂ�Å�ÊZ<�UNÄWÂqJ5Å�Âq6;ÄnÂ$JKU_F7Å$Å$47JKGjXZ698+Än4?çæë;è�C'çæí=è�S
• ` Q�[bagfhY é X�×�Â$4;Ã¡47JnÁ9V9XÆUNÃ
• e Á�G9FIÄWÂ (φ, v)

Çl:®Ã¡XZ69XZÃÉX
	$XZ698

Ediff(φ, v) =
C∑

k=1

||sk − φ(rk , 1)||2

+ λT

∫ 1

0

∫
Ω

||Lv(x, t)||2dxdt

K ` Q�[baji�Y DE6�69ÂqF7Ê¬XZ698�S T ← γT
Ö�V9ÂqJWÂ

γ < 1
S

KMklNPm

n o,p�ó�ñ�»�ÀWò ñ�¹rº(�1÷�¹5½rqåñ��l¾l�~º(�
s�t c kluha�[bvwOSxy[]NzQ�{'X*N�{�|�NzQ�}P[bQ�OS~,mPRWQ�R
�
Â�UWÂ$ÊZÂqÅ�ÄWÂqG�476�Â�V9X¬Á�ÁB4jÅ$F7Ã¡Á9<�U_Á¤47XZ6;ÄWÎ�UWÂ�Ä5F76�G�Ö.F7JWÁ¤ÂqG�X�ÄEÖ�X¬ÄWV?FÉÍl694MÖ�6�GjX�×�Â$4;Ã¡47JWÎ
Á9V9XÆUNÃ°<�UWX¬6�8�F�>)F7<�UnUNXÆFI6�HEF;GjXÆFIÊ;á_F;UNXÆU���<96�Å�ÄnX¬4;6�ç�>)HEá��(è�Í7ÂqJW69ÂqÊ�S��³ÂwÅKV94l4;UWÂ

σ = 60ËÌ47J�ÄnV9Â®>)HEá��§Ç¤ÂqÅqFI<�UWÂ�Ö�X¬ÄWV³ÄWV9XÆU�ÊÆFIJn87ÂqJ
σ
Ö.ÂRFIJnÂ�FIÇ9ÊZÂ¡ÄW4?8;Â$69ÂqJnFIÄWÂ¡Ã¡47JnÂ¡87ÊZ47Ç�F7Ê

Ö.F7JWÁ9XZ698BS
��XZ87<�JWÂ A UWV94MÖEU�ÄWV�Â�Ä}Öw4�V�X¬Á9Á¤4jÅ$F7ÃÉÁBFIÊ�UWV�FIÁ¤ÂqUqS;Ò_V�ÂEUNÂ$ÄrÖ�X�ÄnV"�E����Ã�FIJnÍ7ÂqJnU�XÆU�ÄWV�Â47JnX¬8;X¬6�F7Ê9UNÂ$ÄrFI6�GÉÄnV9ÂEUWÂ�ÄrÖ�X¬ÄWV�Á¤47XZ6=Ä«Ã¡F7JWÍ;Â$JKU(XZU�ÄWV9Â5UWÂ�ÄrFIË ÄWÂqJw>)HEá��´Ö_FIJnÁ9XZ698�S)��XZJnUNÄqC

ÖwÂ@V�F{Ó7Â�694É6947XÆUNÂ@F7G9G9ÂqG&SW�³Â�<BUNÂ]G�ÄWV�Â)Ò_Ú.PRÍ;Â$Jn69Â$ÊBÄW4ÉJWÂ]Å�4MÓ;Â$J«ÄnV9Â�GjX¬×¤Âq47Ã¡47JnÁ9V9XÆUNÃ
Ó=XÆF.L}47XZ6=ÄrÅ�ÊZ<�UNÄWÂ$JnXZ698�<�UWX¬698�4;<9JrF7Ê¬8;47JnX�ÄnV9Ã�S��
ÂEÂ$ãjÁBÂqJWXZÃ¡Â$6=ÄWÂ]G�Ö�X¬ÄWVRG9X�×�Â$JnÂ$6=Ä«6l<9Ã+Ç¤Â$J
4IË�Å�ÊZ<�U}ÄnÂ$JKU�FI6�G´ËÌ47<�6�G
ÄWV9ÂRÅ$47JnJWÂ]UNÁ¤476�G9X¬698�UNÄnFI6BG9FIJKGÕÂqJWJn47JKU$S�Ø�Ä�XÆU)ÂqF;UN:?Än4?UNÂqÂ¡ÄWV�FIÄ
ÄWV9Â)U}ÄKFI6�G�FIJKG¡Â$JnJW4;Jr874lÂ]UrGj4MÖ�6®F;U«ÄnV9Â@6=<�Ã+Ç¤Â$J.4IË'Å�ÊZ<�UNÄWÂqJnUw874lÂqUr<9ÁRËÌJn47Ã
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FI6�GÉ874lÂ]U�<�Á¡F78;F7X¬6ÉÖ�V9Â$6ÉÄnV9Â�6l<9Ã+Ç¤Â$J�47Ë�Å$Ê¬<�UNÄWÂqJnU(XZ6�Å$JWÂ]F7UWÂqU�ËÌ<9JWÄWV9ÂqJqS7Ò_V�XZU�XÆU(Ç¤ÂqÅ$F7<�UWÂ
Ö�V9Â$6�Ö.Â�V�F{Ó7Â_Än4l4)ËÌÂ$Ö¯Å�ÊZ<�UNÄWÂ$JKUqCMÄWV9Â5ÁB4;X¬6=ÄnUwFIJnÂ_694IÄrÖ.Â$ÊZÊ�JnÂ$Á�JWÂ]UNÂq6;ÄnÂqG�Çl:�ÄWV�Â5Å�ÊZ<�UNÄWÂ$J
Å�Â$6=ÄnÂ$JKU$SBÝ�6�ÄWV�Â�4IÄWV�Â$J�V�F76�G&C9X¬Ë�ÖwÂ)V�F{Ó;Â�Än4l4�Ã¡F76l:®Å�ÊZ<�UNÄWÂ$JKUqClÄWV9Â�ÓMFIJnXÆFI6�Å$Â@Ç¤Â�Ä}Ö.Â$Âq6
ÄWV9Â�Ä}Öw4�UNV�F7ÁBÂ]UrXÆUrÄW4l4+Ç9XZ8�F76�G�ÄnV9Â�G9Â�ËÌ47JnÃ�FMÄnX¬4;6RX¬6BÅ�JnÂqF7UWÂqUrGjJnF7Ã�FMÄWXÆÅ$F7Ê¬ÊZ:7S=Ò_V9Â$JnÂ5XÆU.F
47ÁjÄnX¬Ã�FIÊ&6l<9Ã�ÇBÂqJE4IË(Å�ÊZ<�UNÄWÂ$JKU�FI6BG®XZ6�ÄWV9XÆUEÅ$F;UNÂ)Ö.Â@ì�6�G�X�Ä�Än4¡ÇBÂ
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EÂ�ãlÄ�Ö.Â«F7G9G)6�47XÆUNÂ�ÄW4EÄWV9Â«Ö_FIJnÁ¤ÂqG@G9FMÄKF�FI6�G�ÄWÂ]U}Ä'ÄWV9Â«Jn47Ç�<�U}Än69ÂqUnU�4IËj4;<9J�FIÊZ874;JWX¬ÄWV9Ã
ÄW4R694;XZUWÂ7SBD�Ë ÄWÂqJ@>)HEá��­Ö.F7JWÁ�X¬698�Ö.Â�F7G�GÕ>)FI<�UnUNXÆFI6�694;XZUWÂ)ÄW4�ÄnV9Â�Ö_FIJnÁBÂ]G�G9FMÄKF�Ö�X�ÄnV
GjX�×�Â$JnÂ$6=ÄrÓMF7JWXÆFI6�Å$ÂqU

σN

S��
ÂEÂ$ãjÁBÂqJWXZÃ¡Â$6=ÄWÂ]G¡Ö�X�ÄnV¡ÄWÂ$6¡ÄnJWXÆFIÊÆU(ËÌ4;J«ÂqF;ÅKVÉ6�47XÆUNÂ�ÊZÂ$Ó;Â$ÊjËÌJn47Ã
� S A Än4 A S � FI6�GÕËÌ47J�Â]F7ÅKV´Å$Ê¬<�UNÄWÂqJ)Ê¬ÂqÓ7Â$Ê(ËÌJn47Ã A��V� ÄW4?Þ �V� Sz�
Â�Å$F76
UWÂ$Â�ÄWV9Â�UNÄnF76�G9FIJKGÂ$JnJW4;JEX¬6BÅ�JnÂqF7UWÂ�Ö�X¬ÄWV´ÄWV9Â�X¬6�Å$JWÂ]F7UWX¬6�8R6947XÆUWÂ+ÊZÂ$Ó7ÂqÊ'Ç9<9Ä@X¬Ä)F7Á9Á9Jn4{ãjX¬Ã�FMÄnÂ$ÊZ:®Í;Â$Â$ÁBUEXZ6ÕÄWV�Â
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s�t f kluha�[bvwOSxy[]NzQ�{'X*N1v�[]R(T�m�R(Q�R
�
Â�F7Á9Á9ÊZX¬Â]G®ÄnV9Â+F7Ê¬8;47JnX�ÄnV9ÃÐ476�GjX¬×¤ÂqJWÂq6=ÄEJWÂ]FIÊ&V9XZÁ9Á¤4lÅqFIÃ¡Á�F7Ê'G9FMÄKF�UNÂ$ÄnUqSW�
Â+V�F{Ó7Â@ÄWÂq6
Y7é ÁB4;X¬6=ÄNÎ~UWÂ�ÄnU�Ö�V9XÆÅKV¢Ö.Â$JnÂ´Â�ãlÄnJnF;Å�ÄWÂ]G ËÌJW4;Ã�Â$Á9XZÊ¬ÂqÁ�UW: ÁBFMÄWXZÂ$6=ÄKU®Ö�X¬ÄWV Ê¬Â$Ë Ä�F76;ÄnÂ$JnX¬4;JÄWÂ$Ã¡Á¤47JKFIÊwÊ¬4;ÇBÂ�ËÌ4jÅ$XrXÆGjÂ$6=ÄWX¬ì�Â]G1Ö�X�ÄnVy���w>ÉS(DE6 XZ6=ÄWÂqJnF;Å�ÄWXZÓ7Â�UWÂ$8;ÃÉÂq6=ÄnFMÄnX¬4;6³ÄW4l47ÊwÖ.F;U
<�UNÂ]GÕÄn4?UNÂq87Ã¡Â$6=Ä@ÄWV9Â�V9XZÁ9Á¤4jÅ$FIÃ¡Á9<BU)X¬6
ÄWV9Â Y;é FI6�FIÄW4;ÃÉXÆÅ$F7Ê�Ç�JnF7X¬6��ÕH�Ø�4IËrÄnV9Â¡ÄWÂq6
UN<9Ç9L}ÂqÅ�ÄKU$S{Ò_V9Â_UNVBFIÁ¤ÂqU�ÓMF7JW:@ËÌJn47Ã°ÁB4;X¬6=ÄWÎ�UWÂ�Ä�ÄW45Á¤47XZ6=ÄNÎ~UNÂ$Ä�F76�G)ÄWV�Âw6l<9Ã�ÇBÂqJ�47Ë�ÁB4;X¬6=ÄKU'XZ6
ÂqF7ÅKV�Á¤47XZ6=ÄNÎ~UNÂ$ÄEÓ{F7JWXZÂqU.ËÌJn47Ã Y9A�� Än4®Þ7Þ;ÞjS(��X¬8;<9JnÂ Y UNV94MÖEU.Ä}Ö.4¡V9XZÁ9ÁB4jÅqFIÃ¡Á�FIÊ�UNV�F7ÁBÂ]U$S�
Â�47Ç�UWÂ$JnÓ7Â®Ö�V9Â$6­ÖwÂ�V�F{Ó7Â YV��� Å�ÊZ<�UNÄWÂ$JKUqC�Ö.Â�VBF{Ó7Â®F
JWÂ]F7UW476�F7Ç9ÊZÂ σ = 1.2

F7U�ÄWV9Â
F{Ó7Â$JKFI8;Â�GjXÆUNÄnFI6BÅ�Â)ÇBÂ$Ä}ÖwÂqÂ$6�ÄWV9Â�6�ÂqFIJnÂqUNÄ�69Â$XZ87VlÇ¤47JKU.XZUEF7ÇB4;<jÄ O S ß;Þ9S�
Â�GjXÆGÕÄnV9Â�Ã�FMÄKÅKV9X¬6�8®ËÌ4;J�FIÊZÊ�ÄnV9Â�Á�F7X¬JKU@47<jÄ�4IËwÄWÂq6
V9XZÁ9Á¤4jÅ$FIÃ¡Á9<BU�UNV�F7ÁBÂ]U)Ö�X�ÄnV
ÄW4IÄKFIÊZÊ¬:�Ü=ÞRUN<�ÅKV?ÁBFIXZJnUqS �³Â�Å$47Ã¡Á�FIJnÂ)ÄWV�JWÂqÂ�Ã¡ÂqF7UW<9JnÂqU_ËÌ4;JEÄnV9Â+Ã�FMÄKÅKV9XZ698RJnÂqUW<9Ê�Ä@Ö�X�ÄnV
GjX�×�Â$JnÂ$6=Ä'6l<9Ã�ÇBÂqJ'47ËjÅ$Ê¬<BU}ÄnÂ$JKU�XZ6+Ò�F7Ç9ÊZÂ A SqÒ_V�ÂwT;Â$6�UWÂ$6jÎ}PlV�F769694;6)G9X¬Ó;Â$Jn87Â$6BÅ�Â�çæFEUWÁ¤ÂqÅ�XÆFIÊÅ$F7UWÂ�Ö�X¬ÄWV�Â]È;<BFIÊIÖ.Â$XZ87V=ÄnUKè�Ï AqY{Ñ Cq3�FI<�UnGj47JW×ÉG9XZUNÄnF76�Å�Â«F76�G)Ã¡4lG9X�ì�Â]G�35F7<�UWG947JW×�GjXÆU}ÄKFI6�Å$ÂÏ A Ü Ñ Sz
E47ÄWXÆÅ�ÂÉT7Âq6�UNÂq6jÎ}PlV�FI6�69476?GjXZÓ7ÂqJW8;Â$6�Å$Â�XZU�V9XZ87V9ÊZ:�6�476jÎ�Ê¬XZ69Â]FIJ]S �¯V9Âq6 p
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